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Musterlésung zu Ubungsblatt 2

erstellt von Jan Stricker

5.S Von den Kollisionswahrscheinlichkeiten zur Rayleighverteilung.
a) Um die Wahrscheinlichkeit P (% < t) mittels der Ausdriicke w(n,g) (mit passendem n) aus-
zudriicken, stellen wir zuerst die folgende Gleichheit von Ereignissen fest:

{\2 < t} = {T, <ty/g} = {T, < [t/5]}-

(Zur Erinnerung: fiir z € R ist |z] die groBte ganze Zahl k mit k < z.) Wegen der Additivitit der
Wahrscheinlichkeit gilt

P(T, e{l,...,9+1}) = P(T, < [t/g]) + P(T, > [tV9])

Auflerdem gilt P(T, € {1,...,9+ 1}) = 1, woraus

P(T, < [tvg]) =1 - P(Ty > [t\/g])

folgt. (Manche von Thnen werden diese Gleichheit direkt aus der aus der Schule bekannten Formel
fiir die Gegenwahrscheinlihkeit gefolgert haben — was auch o.k. ist.). Damit haben wir

p (% <t> = 1-P(T, > [t/3]) = 1 - w([ty3).9)

Laut dem Hinweis auf dem Ubungsblatt konvergiert die rechte Seite fiir ¢ — oo gegen 1 — e=t/2,

Also: T
F(t):= lim P (g < t) =1-e /2,
g—ro0 \/g
b) Hier hilft der Hauptsatz der Differential-und Integralgleichung: F(t) — F'(0) = fot F'(s)ds. Die
Ableitung von F ist (Kettenregel!)

iF(s) s (1 - 6_82/2) = s /2 F(t)— F(0) = /t se™* /2 ds
ds ds 0

und F(0) = 0, also ergibt sich
¢
F(t) :/ f(s)ds
0

mit f(s) = 86_52/27 s > 0. (Dieses f heifit tibrigens Dichtefunktion der Standard-Rayleigh-
Verteilung, mehr dazu im weiteren Verlauf der Vorlesung.)

c¢) Siehe Abbildung ?? auf Seite 3, geplottet mit Mathlab. Die Maximalstelle von f bestimmen
wir durch Ableiten:

fl(s) = e=%/2 — 2¢=%"/2 Diese Funktion hat auf R ihre einzige Nullstelle bei s = 1. Das passt
auch zum Augenmaf!

d) Vorschlag: nimm fiir g die drei Quadratzahlen 102,202,402, Siehe dafiir S.4 Abbildung 2-4.
Die Plots der Verteilungsgewichte von T, /,/g sehen fiir verschiedene g fast gleich aus (und ganz
dhnlich wie die Funktion f aus c¢)), nur dass sich fiir grofler werdendes g das Gesamtgewicht 1
auf immer mehr Ausgénge verteilt (und die einzelnen Gewichte kleiner werden). Das maximale
Verteilungsgewicht von T}, liegt bei /g, und das maximale Verteilungsgewicht T,/,/g liegt bei 1;
dies ist auch die Maximalstelle von f.



6. Zwei rekursive Verfahren zur Erzeugung rein zufdlliger Permutationen.
a) Wir iiberpriifen, dass das in der Aufgabe definierte II eine rein zufallige Permutation von 1, ..., n
ist.  In der Tat ist fiir jede Permutation (a(1),...,a(n)) das Ereignis

E :={II(1) = a(1),...,I(n) = a(n)}

nach Konstruktion gleich dem Ereignis {¢ = a(n), X1 = a(1),..., Xn—1 = an—1}, und weil fiir jeden
der n gleich wahrscheinlichen Ausgénge von /¢ nach Voraussetzung alle (n—1)! méglichen Ausginge
von (X1,... _1) die Wahrscheinlichkeit ¢ haben, hat das Ereigns E die Wahrscheinlichkeit
1 1 B

n (n—1)! = nl"

b) Ahnlich wie in a) gehen wir induktiv vor. Angenommen die Zyklendarstellung 3 ist die einer
rein zufiilligen Permutation von 1, ..., n—1. Im Schritt von n—1 zu n “verzweigt” jeder der (n—1)!
moglichen Ausginge, und zwar jeweils in n verschiedene , gleich wahrscheinliche “Nachfolger”. Je
zwei der so entstehenden (n — 1)ln = n! Ausgéinge unterscheiden sich in ihrer Zyklenstruktur,
beschreiben also verschiedene (und damit alle) Permutationen von 1,...,n. Und alle diese n!
Ausginge sind gleich wahrscheinlich!

1)‘

¢) Wir geben jeweils die 6 Pfade an, die von der trivialen Permutation (von 1) zu den 6= 3!
Permutationen von 1,2,3 fiithren. Dabei stellen wir jeweils die drei “Generationen” (n =1,2,3) in
Form eines Baumes dar,

Algorithmus a): Im Schritt von n — 1 zu n “verzweigt” die aktuelle Pemutation «(1),...,m(n — 1)
in n mogliche “Nachfolger”, entsprechend den n moglichen Wahlen ¢ = 1,...,n. Anschaulich
gesprochen wird der Funktionswert von n als eines der Elemente von {1,...,n} gewihlt und
dafiir durch passendes Verschieben eines Teils der 7(1),...,7(n — 1) um Eins nach oben “Platz

geschaffen”.
2,1 1,2

3,2,1 3,1,2 2,13 2,3,1 1,3,2 123 n=3

[43

n=1

Algorithmus b) Wie oben beschrleben ergibt sich

/ \ "l
n=2
a2 2 (9B 3 W) @) n-3

7. Tabuwahrscheinlichkeiten. Wir treffen eine g-mal wiederholte rein zufiillige Wahl aus den Pléatzen
{1,...,9}.

a) Ich biete hier zwei Losungswege an:

1. Abzihlen der giinstigen Mdglichkeiten: Es gibt g Moglichkeiten bei einer Platzwahl. Weiterhin
wéhlen wir g-mal wiederholt. Es gibt also insgesamt g9 mogliche Wahlprotokolle. Wir haben bei
jeder Wahl g — 1 Ausgénge, die den Platz 1 vermeiden. Wiahlen wir nun g-mal nicht Platz 1, haben
wir (g — 1)9 alsdie Anzahl “giinstiger” Wahlprotokolle . Also:

. . . . (g—1)9 1\?
vy = P(Treffe nie Platz 1 bei g-maligem Wéhlen) = ~——— = (1—--] .
gg



2. Nur Misserfolge beim g-maligen 1/g-Miinzwurf, vgl. Vorlesung 2b: Die Wahrscheinlichkeit bei g
Platzen genau auf Platz 1 zu kommen ist p := %. Die Wahrscheinlichkeit fiir g Misserfolge bei den

ersten g Versuchen ist also
1 g
vy =(1-p) = (1—) .
! g

g
b) Es ist bekannt, dass () lim <1 + a) = e”. Also gilt

g—00 g
1\? 1
= lim vy = lim (1—) =e =2,
g—oo g—o0 g (&

(Fiir alle, die es interessiert, ist hier ein schnelles Argument fiir (x):

(1 + Z)g - <6Xp <ln <1 n Z)))g — exp (W) I2% oxp (;i (1 + az) |x_0) — expla).)

8.S Besetzungen bei der wiederholten rein zufdlligen Wahl vs. uniform verteilte Besetzungen. Wir
betrachten die Menge S46 := {(b1,...,bs) : b; € Ng, by +--- 4+ bg = 4} der Besetzungen von g = 6
Pldtzen mit n = 4 Objekten (bei erlaubten Mehrfachbelegungen).

a) Es gibt genau eine Besetzung, bei der alle 4 Objekte auf Platz 1 gesetzt werden. Es gibt

1Sasl = (*797") = () = 126 mogliche Besetzungen in Sy nach der Formel aus der Vorlesung.

Nach dem Prinzip “Anzahl giinstige durch Anzahl mdogliche Ereignisse” bekommen wir:

1
P(Uy = 4) = 15z~ 0,0079

b) Fiir das in der Aufgabe definierte h(X) = (Z1,..., Zs) := h(X) ist das Ereignis {Z; = 4} gleich
dem Ereignis {X; = Xo = X3 = Xy, = 1} = {X = (1,1,1,1)}. Es gibt genau ein Element aus
S der Form (1,1,1,1). Insgesamt gibt es |S| = 6* = 1296 Moglichkeiten fiir Elemente aus S, das

Element (1,1,1,1) ist eines davon. Nach dem Prinzip “Anzahl giinstige durch Anzahl mégliche
Ereignisse” bekommen wir:

1
P(Zl :4) :P(Xl = 1,X2 :17X3 = 1,X4:1) = TQG z0,0008

0.7

0.6 s

7T R
A .
0.5 Ny
/ \
s ™,

o4 [ / ',
= ! N,
= / A

0.3 | ! M

\\
; \
0z o
“\
=g
o1/ e
=%
” —
o 0.5 1 1.5 2 25 3 35 4

Abbildung 1: Graph der Funktion f : z +— ze=2"/2 erstellt mit Mathlab
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Abbildung 2: Ausgabe
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Abbildung 3: Ausgabe
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Abbildung 4: Ausgabe
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